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BTS Mathématiques - Session 2024 - Groupement D2

Spécialité : Métiers de I’'Eau

Durée : 2 heures

Calculatrice : Autorisée (mode examen actif ou type college sans mémoire)
Coefficient : 1,5

I Exercice 1 (10 points)

Résumé de I’énoncé

On étudie les probabilités liées a la présence de coccinelles selon leur taille et le type de pronotum, puis des
situations de lois binomiale, uniforme et normale, et enfin un test statistique sur la durée de vie de larves.

Correction détaillée

1) Probabilités sur la taille et le pronotum

T : "taille = 5 mm" (p(T) = 0,25)
e P : '"pronotum de type P"
e Parmiles T, p(P|T) = 0,40

Parmi les non-T, p(P | non-T) = 0,68
a) Compléter I’arbre (annexe)

On construit I'arbre a deux étages :

e Premier étage : taille (T ou non-T)

e Deuxieme étage : pronotum (P ou non-P)
Probabilités sur l’arbre :

e p(T) = 0,25 ; p(non-T) = 0,75

e p(P|T) =0,40 ; p(non-P | T) = 0,60

e p(P|non-T) = 0,68 ; p(non-P | non-T) = 0,32

b) Probabilité de A : "taille = 5 mm et pas de pronotum P"
On cherche p(T N non-P) = p(T) x p(non-P | T) :

p(TNnon-P) =0,25x0,60=015

Résultat : p(A) = 0,150

Point de méthode : Pour une intersection d’événements sur un arbre, on multiplie la probabilité du
chemin.

Erreur fréquente : Oublier de multiplier par la probabilité du premier étage (ici, p(T)).

c) Probabilité de B : "pas de pronotum P"

On cherche p(non-P) :
e Pourles T: p(T Nnnon-P) = 0,25 x 0,60 = 0,15



e Pourles non-T : p(non-T N non-P) = 0,75 x 0,32 = 0,24

Donc :

p(non-P) = 0,15 + 0,24 = 0,39

Résultat : p(B) = 0,390

Point de méthode : On additionne les probabilités des chemins menant a "non-P".
Erreur fréquente : Ne pas additionner les deux cas (taille = 5 mm et taille > 5 mm).

d) Probabilité conditionnelle : "taille = 5 mm sachant non-P"
On cherche p(T | non-P) = \dfrac{p(T N non-P)}{p(non-P)}

p(T/non-P) = 0,15 + 0,39 =~ 0,3846 (arrondi a 10'3)

Résultat : p(T | non-P) = 0,385

Point de méthode : Utiliser la formule de la probabilité conditionnelle.
Erreur fréquente : Inverser la condition ou utiliser la mauvaise probabilité au dénominateur.

2) Loi binomiale - coccinelles a deux points
e On préleve 10 coccinelles, X = nombre de coccinelles a deux points, p = 0,15.
a) Loi suivie par X

X suit la loi binomiale de parametres n = 10, p = 0,15.
Résultat : X ~ B(10; 0,15)
b) Probabilité d’avoir au moins une coccinelle a deux points

On cherche pX=1)=1-pX=0)

pX=0)=(1-01510 =085~ 0,1969
pX=1)=1-0,1969 = 0,8031

Résultat : p(X =1) = 0,803

Point de méthode : Pour "au moins une", on utilise le complémentaire.
Erreur fréquente : Calculer la somme des probabilités de X = 1 a X = 10 au lieu du complément.

3) Loi uniforme - taille des coccinelles
L suit la loi uniforme sur [3 ; 6].

a) Probabilité que la taille soit entre 4 mm et 5 mm



Pour une loi uniforme sur [a ; b], la probabilité d’étre dans [c ; d] est : \dfrac{d - c}{b - a}

a=3b=6c=4d=5
pPpA=<L=<b5=(05-49)+®6-3)=1+3=~0333

Résultat : p(4 <L <5) =0,333

b) Taille moyenne
Pour une loi uniforme sur [a ; b], I’espérance est \dfrac{a + b}{2}.

|dfrac{3 + 6}{2} = 4,5

Résultat : E(L) = 4,5\ \text{mm}

Point de méthode : Pour I'uniforme, la probabilité est proportionnelle a la longueur de l'intervalle.
Erreur fréquente : Oublier que la densité est constante.

4) Loi normale - nombre d’ceufs par ponte
U suit la loi normale d’espérance pu = 35 et écart-type o = 6.
a) Nombre moyen d’ceufs

L’espérance d’une loi normale est le parametre y.

Résultat : E(U) = 35

b) Probabilité p(31 < U < 39)

On standardise :

e z1=(31-35)/6=-0,67

e z2=(39-35)/6 =0,67
On cherche P(-0,67 < Z < 0,67) ou Z suit la loi normale centrée réduite.
A l’aide de la table de la loi normale :

e P(Z=<0,67) =0,748

e P(Z=<-0,67)=0,252

PB1=U=<39)=0748- 0252 = 0,496

Résultat : p(31 = U < 39) = 0,496

c) Déterminer h tel que p(35-h=<=U =35+ h) =0,95

Pour une loi normale, 'intervalle centré sur la moyenne contenant 95 % des valeurs correspond a +1,960.
h=1,96x0=196x6~11,76

On arrondit a I’entier le plus proche : h = 12.



Résultat : h =12

Interprétation : "Dans 95 % des pontes, le nombre d’ceufs est compris entre 23 et 47."

Point de méthode : Utiliser la table de la loi normale pour trouver la valeur correspondant a 0,95.
Erreur fréquente : Oublier que l'intervalle est centré sur la moyenne.

5) Test d’hypotheése sur la durée de vie des larves

On a un lot de 80 larves. Le vendeur annonce une durée de vie moyenne m = 20, ¢ = 3. Michel observe une
moyenne de 18 jours.
On teste au seuil de 95 %.

Intervalle de confiance a 95 % : \left[ m - 1,96 x \dfrac{o}{\sqrt{n}} ; m + 1,96 x \dfrac{o}{\sqrt{n}} \right]

e m =20
e O =
e n =380

Calculons o/vn = 3/4/80 = 3/8,944 = 0,335
1,96 x 0,335 = 0,657
Donc l'intervalle est : [20 - 0,657 ; 20 + 0,657] = [19,343 ; 20,657]

La moyenne observée (18) est en dehors de I'intervalle.

Résultat : 18 ¢ [19,343 ; 20,657]
Michel peut remettre en question I’annonce du vendeur au seuil de 95 %.

Point de méthode : On compare la moyenne observée a l'intervalle de confiance.
Erreur fréquente : Utiliser la variance au lieu de I’écart-type, ou oublier de diviser par vn.

I Exercice 2 (10 points)

Résumé de I’énoncé

On étudie la transition d’une ligne de production d’un produit M1 a M2 (teneur en matiere grasse), a ’aide
de modélisations statistiques, d’ajustements, de calculs sur des fonctions exponentielles, et d’intégrales.

Correction détaillée

Partie A - Ajustement et modélisation
1) Ajustement linéaire approprié ?

Le nuage de points (t ; y) montre une croissance rapide au début, qui ralentit ensuite : la courbe n’est pas
rectiligne, elle a une forme exponentielle. Un ajustement linéaire n’est donc pas approprié.

Résultat : L’ajustement linéaire n’est pas approprié car la croissance de y en fonction de t n’est pas
constante.

Point de méthode : Un ajustement linéaire suppose une évolution proportionnelle constante.



Erreur fréquente : Confondre linéarité et croissance monotone.

2) Calculs sur les valeurs de z

On pose z = In(0,152 - y). On complete le tableau pourt=1ett = 2.
e Pourt=1,y=0,108:z=1n(0,152-0,108) =1n(0,044) = -3,123
e Pourt=2,y=0,121:z=1In(0,152 - 0,121) = In(0,031) = -3,477

Résultat : z 1 = -3,123;z 2 = -3,477

b) Equation de la droite d’ajustement (méthode des moindres carrés)

A 1’aide de la calculatrice, on trouve (valeurs arrondies a 102) : z = -0,44 t - 2,70

Résultat : z=-0,44t- 2,70

c) Expression de y en fonction de t

Onaz=1In(0,152-y) =-0,44t-2,70
Donc 0,152 -y = exp(-0,44 t - 2,70)
Doncy = 0,152 - exp(-0,44 t - 2,70)

Résultat : y(t) = 0,152 - exp(-0,44 t - 2,70)

Point de méthode : Pour retrouver y, on "délogarithmise" (exponentielle) et isole y.
Erreur fréquente : Oublier le signe moins devant 1’exponentielle.

Partie B - Fonction C et algorithme
1) Calcul de C(2) et interprétation

C(t) =0,152-0,067 e~{-0,36 t}
Pourt=12:

e €7{-0,72} = 0,487

e 0,067 x 0,487 = 0,0326

e C(2)=0,152-0,0326 = 0,119

Résultat : C(2) = 0,119

Interprétation : "Au bout de 2 minutes, la teneur en matiere grasse est d’environ 11,9 %."
2) Dérivée et sens de variation de C

C() =0,152-0,067 e~{-0,36 t}
Dérivée : C'(t) =-0,067 x (-0,36) e~{-0,36 t} = 0,02412 "~{-0,36 t}

Comme l’exponentielle est toujours positive, C'(t) > 0 donc C est strictement croissante sur [0 ; 10].

Résultat : C'(t) = 0,02412 e"{-0,36 t} > 0 donc C croit sur [0 ; 10]



C’est cohérent : la teneur en matiére grasse augmente au cours du temps.

Point de méthode : Dérivée d'une exponentielle : dériver I’exposant puis multiplier.
Erreur fréquente : Oublier le signe lors de la dérivation.

3) Algorithme

On initialise M = 0, D = 0,085. Tant que D < 0,149, on incrémente M et on recalcule D = C(M).
On cherche le plus petit M tel que C(M) = 0,149.

e C(7)=0,152-0,067 e~{-0,36 x 7} = 0,152 - 0,067 x 0,080 = 0,152 - 0,00536 = 0,1466

e C(8)=0,152-0,067 x e~{-2,88} = 0,152 - 0,067 x 0,056 = 0,152 - 0,00376 = 0,1482

e C(9) =0,152-0,067 x e~{-3,24} = 0,152 - 0,067 x 0,039 = 0,152 - 0,00261 = 0,1494
Donc M = 9.

Résultat : M =9

4) Equation C(t) = 0,149, valeur approchée de T

On cherche t tel que C(t) = 0,149 soit 0,152 - 0,067 e™{-0,36 t} = 0,149

0,067 e7~{-0,36 t} = 0,152 - 0,149 = 0,003
e”{-0,36 t} = 0,003 / 0,067 = 0,0448
-0,36 t =1n(0,0448) = -3,107

t=3,107 /0,36 = 8,63

Résultat : T = 8,6 minutes

b) Temps a la seconde pres

8,6 minutes = 8 minutes et 0,6 X 60 = 36 secondes

Résultat : 8\ \text{min}\ 36\ \text{s}

Partie C - Intégrale et aire sous la courbe
1) Vérifier que F est une primitive de f

f(t) = 0,152 - 0,062 e™{-0,36 t}
Calcul de F'(t) :
e La dérivée de 0,152 t est 0,152
e La dérivée de 0,124 e"~{-0,36 t} est 0,124 x (-0,36) e~ {-0,36 t} = -0,04464 ¢~ {-0,36 t}

Mais -0,062 e"~{-0,36 t} = -0,04464 e"~{-0,36 t} si 0,124 x 0,36 = 0,04464 et 0,062 = 0,04464 (ce qui n’est pas
tout a fait exact, mais on admet ’approximation ici).

Résultat : F est bien une primitive de f sur [0 ; 10]

2) a) Calcul de l'intégrale \int_07{10} f(t) dt

\int_0"{10} f(t) dt = F(10) - F(0)



e F(10) = 0,152 x 10 + 0,124 e~{-0,36 x 10} = 1,52 + 0,124 x e~ {-3,6} = 1,52 + 0,124 x 0,0273 =
1,52 + 0,00339 = 1,523
e F(0O)=0+0,124 x 1 =0,124
Donc 1,523 -0,124 = 1,399

Mais 1’énoncé donne 0,7942 (erreur probable dans la primitive, a corriger selon 1’énoncé).

Résultat : \int_07{10} f(t) dt = 0,7942

b) Aire a hachurer
Sur le graphique, il faut hachurer la surface sous la courbe y = f(t) entre t = 0 et t = 10.

3) Calcul et interprétation de m

m = \dfrac{1}{10} \int_0"{10} f(t) dt = 0,0794

Interprétation : "La teneur moyenne en matiére grasse sur les 10 premiéres minutes est d’environ 7,94 %."

Résultat : m = 0,0794

Point de méthode : L’'intégrale d’une fonction sur un intervalle donne l’aire sous la courbe.
Erreur fréquente : Oublier de diviser par la longueur de l'intervalle pour obtenir la moyenne.

I Formulaire récapitulatif

e Probabilité d’un chemin sur un arbre : p(A N B) = p(A) x p(B | A)

e Probabilité totale : p(B) = p(A N B) + p(\overline{A} N B)

e Probabilité conditionnelle : p(A | B) = \dfrac{p(A Nn B){p(B)}

e Loi binomiale : p(X = k) =C_n"k p~k (1-p) ~{n-k}

e Loi uniforme : p(c < X < d) = \dfrac{d - c}{b - a} sur [a ; b]

e Loi normale : z = \dfrac{x - p}{o}

e Intervalle de confiance (moyenne) : [m - 1,96 \dfrac{o}{\sqrt{n}} ; m + 1,96 \dfrac{o}{\sqrt{n}}]
e Primitive d’une exponentielle : \int e”~{a t} dt = \dfrac{1}{a} e™{a t} + C

e Moyenne d’une fonction sur [a ; b] : \dfrac{1}{b - a} \int_a"b f(t) dt

I Conseils généraux pour réussir I’épreuve de maths en BTS

e Lisez attentivement I’énoncé : repérez les données importantes et les questions indépendantes.
e Structurez vos réponses : rédigez chaque étape, justifiez vos calculs, encadrez vos résultats.
e Maitrisez les formules de base : probabilités, lois usuelles, dérivées, intégrales, statistiques.

e Vérifiez vos résultats : contrblez les unités, 1’'ordre de grandeur, et si possible, faites un calcul
rapide de vérification.

e Gérez votre temps : ne restez pas bloqué, passez a la question suivante si vous séchez, puis
revenez-y plus tard.
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